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Рисунок 3. 3 – Геометрическая интерпретация задачи 6
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Единственным решением этого уравнения, лежащим на 
[image: image29.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

2

;

0

p

 является 
[image: image30.wmf]3

p

a

=

. Убедимся, что при 
[image: image31.wmf]3

p

a

=

 функция 
[image: image32.wmf])

(

a

S

 достигает максимума.


[image: image33.wmf](

)

a

a

a

sin

2

sin

2

)

(

2

'

'

+

-

=

a

S

.

Так как 
[image: image34.wmf]0

3

2

sin

>

p

, 
[image: image35.wmf]0

3

sin

>

p

, 
[image: image36.wmf]0

>

a

, то
[image: image37.wmf]0

3

'

'

<

÷

ø

ö

ç

è

æ

p

S

. 

Значит, при 
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Тема 7 Исследование функции

1 Найти интервалы выпуклости и точки перегиба функций:
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2 Найти асимптоты графиков функций:
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3 Исследовать функции:
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Примеры оформления решения

1 Найти промежутки выпуклости и вогнутости графика функции 
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2 Найти точки перегиба графика функции:
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Решение. а) первая и вторая производные равны соответственно
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Вторая производная не обращается в нуль ни при каких значениях 
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3 Найти асимптоты графика функции 
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Решение. 1) функция определена на промежутках
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2) наклонные асимптоты:
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Следовательно, наклонная асимптота имеет вид
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3) горизонтальных асимптот нет, так как 


[image: image130.wmf](

)

¥

=

+

+

-

¥

®

2

3

2

lim

2

x

x

x

x

.

4 Исследовать функцию 
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Решение. Для построения графика функции проведем ее исследование по приведенной схеме.
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Исследуем поведение функции в окрестностях точек 
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Следовательно, график функции симметричен относительно начала координат и достаточно исследовать функцию для 
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2) асимптоты графика функции. Поскольку односторонние пределы в точках 
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Прямая 
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 является наклонной асимптотой графика функции;
3) точки возможного экстремума и интервалы монотонности функции. Находим первую производную функции:
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Функция 
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4) промежутки выпуклости и вогнутости, точки перегиба. Вычисляем вторую производную функции 
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Функция 
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Находим интервалы вогнутости и выпуклости графика функции из неравенств 
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Результаты исследования функции заносим в таблицу 3.1.

Таблица 3. 1 – Результаты исследования функции 
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Исходя из результатов, содержащихся в таблице 3. 1, строим график данной функции для 
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. Используя нечетность функции, достраиваем ее график на всей области определения (рисунок 3.4).
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Тема 8 Построение графика функции

1 Исследовать функции и построить их графики:
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2 Исследовать следующие функции, заданные параметрическими уравнениями, и построить график:
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3 Исследовать следующие функции, заданные неявно, и построить график:
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4 Исследовать следующие функции, заданные в полярных координатах и построить график:
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Направление выпуклости определяется знаком второй производной: 
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Результаты исследования функции заносим в таблицу 3. 2.

Таблица 3. 2 – Результаты исследования функции 
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Исходя из результатов, содержащихся в таблице 3.2, строим график данной функции на полупрямой 
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Используя нечетность функции, достраиваем ее график на всей области определения (рисунок 4. 5).
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Рисунок 3. 5 – График функции 
[image: image334.wmf]2

1

2

arcsin

x

x

y

+

=


2 Исследовать функцию, заданную параметрическими уравнениями, и построить график
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6) составим таблицу результатов исследования (таблица 3. 3):

Таблица 3. 3 – Результаты исследования функции
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7) строим часть кривой, соответствующую множеству 
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Рисунок 3. 6 – График функции
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3 Исследовать функцию заданную параметрическими уравнениями и построить график
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то наклонных асимптот нет;
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6) составим таблицу результатов исследования (таблица 3. 4);

Таблица 3. 4 – Результаты исследования функции
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	Рисунок 3. 8 – График функции


[image: image537.wmf]2

1

1

yxx

=-


	Рисунок 3. 9 – График функции
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	Рисунок 3. 10 – График функции
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	Рисунок 3. 11 – График функции
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Рисунок 3. 12 – Декартов лист

Тема 9 Векторные функции

1 Найти годографы вектор функций:
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3 Найти единичный касательный вектор годографа вектор-функции
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5 Для следующих кривых написать уравнение касательной плоскости и уравнение нормальной плоскости в данной точке:
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6 Найти дифференциал длины дуги  кривой
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Примеры оформления решения 

1 Найти годограф вектор-функции
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Решение. Параметрические уравнения годографа есть
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Решение. Согласно определению
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3 Найти единичный касательный вектор годографа вектор-функции
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Решение. Параметрические уравнения годографа есть 
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Найдем координаты направляющего вектора касательной к кривой 
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Тогда единичный вектор годографа имеет вид
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4 Найти производную скалярного произведения векторов
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Решение. Согласно свойствам дифференцируемых векторных функций, имеем
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5 Дано уравнение движения 
[image: image726.wmf]j

t

i

t

r

r

r

r

4

3

-

=

. Определить траекторию и скорость движения.

Решение. Параметрические уравнения годографа есть 
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Отсюда уравнение траектории движения 
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Вектор скорости движения есть
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6 Написать уравнения касательной и нормальной плоскости к кривой
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Тогда уравнение касательной:
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уравнение нормальной плоскости:
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7 Найти скорость и ускорение материальной точки 
[image: image749.wmf]M

, движущейся с постоянной угловой скоростью 
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Решение. Пусть 
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 – произвольная точка окружности. Обозначим через 
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 – время движения.

Выразим координаты точки  
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 как функции времени (рисунок 3. 13):
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Следовательно, радиус-вектор точки 
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скорость 
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Рисунок 3. 13 – Геометрическая интерпретация задачи 7.

Скалярное произведение векторов 
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т. е. векторы 
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 перпендикулярны.

Отсюда следует, что вектор 
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 направлен по касательной к окружности, по которой движется точка 
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Найдем ускорение 
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Значит, векторы 
[image: image778.wmf]a
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 и 
[image: image779.wmf]r
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 имеют противоположные направления.

Таким образом, ускорение материальной точки, движущейся с постоянной угловой скоростью по окружности, в каждый момент времени направлено к центру этой окружности.

8 К годографу винтовой линии (рисунок 3. 14)
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а) найти уравнения касательной прямой и нормальной плоскости в точке 
[image: image781.wmf]3
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б) доказать, что касательная к винтовой линии образует постоянный угол с осью 
[image: image782.wmf]Oz

;

в) записать натуральное уравнение винтовой линии;

г) найти дифференциал длины дуги.
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Рисунок 3. 14 – Годограф функции
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Решение. а) координаты точки касания 
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Координаты вектора 
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Тогда уравнение касательной прямой имеет вид
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а уравнение нормальной плоскости
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б) вектор касательный к годографу вектора 
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в) векторная функция 
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Тогда 
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Следовательно, 
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Отсюда натуральное уравнение винтовой линии в координатной форме запишется в виде:
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г) дифференциал длины дуги равен
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Для винтовой линии имеем
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Тема 10 Кривизна кривой

1 Вычислить кривизну данных кривых в указанных точках:

а) 
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2 Найти радиусы кривизны кривых:
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в) 
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г) 
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3 Вычислить координаты центров кривизны кривых в указанных точках:
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4 Составить уравнения эволют кривых:

а) 
[image: image830.wmf]3

x

y

=

; 



б) 
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Примеры оформления решения
1 Вычислить кривизну кривой 
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В точке 
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2 Найти кривизну в любой точке циклоиды
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Решение. Имеем
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Подставляя в формулу для вычисления кривизны, получим
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3 Найти координаты центра кривизны кривой 
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Решение. Дифференцируем уравнение два раза:
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Так как 
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Подставляя в формулы для координат центра кривизны, получим
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4 Найти эволюту эллипса 
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Решение. Имеем 
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Подставляя в формулы для эволюты, получим
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Данные уравнения являются параметрическими уравнениями астроиды (рисунок 3. 15).
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Рисунок 3. 15 – Эллипс и его эволюта

5 Составить уравнение эволюты параболы
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Решение. Продифференцируем два раза уравнение параболы:
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Определяем координаты центра кривизны:
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Получаем уравнение эволюты в параметрической форме:


[image: image878.wmf]2
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Исключив параметр 
[image: image880.wmf]y

, найдем уравнение эволюты в явном виде


[image: image881.wmf]3
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Раздел 4 Интегральное исчисление функции действительной переменной

Тема 1 Первообразная и неопределенный интеграл

1 Используя основные правила интегрирования и таблицу интегралов, вычислить следующие неопределенные интегралы:

а) 
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к) 
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2 Доказать, что функция 
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Примеры оформления решения

1 Используя основные свойства неопределенного интеграла, вычислить интегралы:
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Решение. а) имеем:
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б) имеем:
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в) имеем 
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г) имеем: 
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е) имеем: 
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ж) имеем: 
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и) имеем: 
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